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LE LIEU SINGULIER DES VARIÉTÉS DE SCHUBERT
L. MANIVEL
Abstrat. On donne une desription expliite des omposantes irrédutibles du lieu singulier
d'une variété de Shubert dans une variété de drapeaux lassique. Cette desription implique
une onjeture de Lakshmibai et Sandhya.
1. Enoné du résultat
On se plae sur un orps algébriquement los de aratéristique nulle. La variété Fn des
drapeaux omplets de sous-espaes d'un espae vetoriel de dimension n est une variété projetive
homogène de dimension n(n − 1)/2. Elle admet une déomposition ellulaire lassique dont les
adhérenes, les variétés de Shubert, sont indexées par les permutations de l'intervalle [1, . . . , n].
Ces variétés dépendent du hoix d'un drapeau de référene V•, en fontion desquelles elles se
dénissent de la façon suivante : si w ∈ Sn,
Xw = {W• ∈ Fn, dim (Wp ∩ Vq) ≥ rw(p, q), 1 ≤ p, q ≤ n},
où la fontion de rang rw est dénie par l'identité rw(p, q) = #{i ≤ p, w(i) ≤ q}. La dimension
de ette variété est égale à la longueur l(w) de la permutation orrespondante.
Un théorème de Lakshmibai et Sandhya permet de vérier ombinatoirement si une variété de
Shubert est ou non singulière.
Théorème [2℄. La variété de Shubert Xw est lisse si et seulement si il n'existe pas de quadruplet
d'entiers i < j < k < l tel que
w(l) < w(j) < w(k) < w(i) ou w(k) < w(l) < w(i) < w(j).
Dans toute la suite, on appellera de tels quadruplets des ongurations de type 4231 et 3412,
respetivement.
On sait également exprimer de façon ombinatoire la dimension de l'espae tangent de Zariski
d'une variété de Shubert en haun des points xes d'un tore ompatible ave le drapeau de
référene. Ces points xes orrespondent aux permutations v qui sont majorées par w pour
l'ordre de Bruhat, et la dimension de l'espae tangent de Zariski en e point est, d'après le
résultat prinipal de [3℄, égale à l'entier
m(w, v) := #{i < j, vtij ≤ w}.
Il s'ensuit que Xv est inluse dans le lieu singulier de Xw si et seulement si m(w, v) > l(w).
Cei permet en prinipe de déterminer e lieu singulier, modulo des diultés ombinatoires non
négligeables. L'objet de ette note est de dérire diretement les omposantes irrédutibles du
lieu singulier d'une variété de Shubert.
Comme pouvait le laisser imaginer le théorème de Lakshmibai et Sandhya, es omposantes
sont de deux origines et orrespondent à deux types de ongurations dans le diagramme de
la permutation w. (Rappelons que e diagramme est l'ensemble des points (i, w(i)). Nous
représenterons graphiquement e diagramme en numérotant les lignes de haut en bas, et les
olonnes de gauhe à droite. Voir par exemple [4℄ pour es représentations.) Une onguration
4231 sera dite minimale si elle possède les propriétés résumées dans le diagramme i-dessous :
les zones où gurent un symbole ∅ ne doivent pas ontenir de point du diagramme; dans les
zones où apparaît une èhe SO-NE (Sud-Ouest - Nord-Est, une fois pour toutes), les points du
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diagramme doivent être disposés selon ette diretion. A haque hoix d'un point sur haune
des deux èhes orrespond une onguration 4231, mais on ne distingue pas entre toutes es
ongurations.
l
k
j
i
w(l) w(j) w(k) w(i)
•
•
•
•
∅
∅
De même, une onguration 3421 sera dite minimale si elle possède les propriétés résumées
dans l'un des diagrammes i-dessous. Au ontraire du as préédent, il est ii possible que
n'apparaisse auun point du diagramme dans l'une ou l'autre des zones oupées par une èhe.
l
k
j
i
w(k) w(l) w(i) w(j)
•
•
•
•
∅
∅
∅
∅
∅
l
k
j
i
w(k) w(l) w(i) w(j)
•
•
•
•
∅
∅
∅
∅
∅
∅
A es deux types de ongurations minimales, on assoie des permutations en modiant lo-
alement le graphe de w de la façon suivante. Pour les ongurations 4231 :
•
•
•
•
•
•
•
•
◦
◦
◦
◦
◦
◦
◦
◦
Pour les ongurations 3412, respetivement :
•
•
•
•
•
•
•
•
◦
◦
◦
◦
◦
◦
◦
◦
•
•
•
•
•
•
◦
◦
◦
◦
Dans es gures, les • désignent des points du diagramme de w : on les remplae par les points
désignés par des ◦ pour obtenir le diagrame d'une permutation v. On notera que le passage de w
à v augmente la fontion de rang d'une unité exatement sur la zone grisée des gures i-dessus,
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et ne la modie pas ailleurs. (Pour être tout à fait orret, la zone sur laquelle la fontion de rang
augmente est la région polygonale gurée omme i-dessus, mais dont les sommets SE sont des
oins externes, 'est-à-dire ne sont pas ontenus dans la région en question. On devra garder
ette préision à l'esprit, mais on n'en tiendra pas ompte dans les gures qui suivront.) Cela
sera important pour la suite, puisque l'on utilisera systématiquement la fontion de rang omme
substitut de l'ordre de Bruhat : on sait en eet que v ≤ w équivaut à rv ≥ rw ([4℄, Proposition
2.1.12).
Ce sont préisément les permutations ainsi obtenues qui dérivent le lieu singulier des variétés
de Shubert :
Théorème 1. Les omposantes irrédutibles de la variété de Shubert Xw sont les variétés de
Shubert Xv, où v dérit l'ensemble C(w) des permutations déduites par le proédé i-dessus des
ongurations minimales de type 4231 ou 3412 de w.
Le as des variétés de Shubert des variétés de drapeaux inomplets se déduit sans mal de et
énoné : elles sont en eet indexées par un ensemble restreint de permutations, de façon telle
que les variétés de Shubert orrespondantes dans Fn en soient des brations loalement triviales.
On peut ainsi retrouver l'énoné lassique de Svanes ([5℄, voir aussi [4℄, Théorème 3.4.4) pour
les singularités des variétés de Shubert des grassmanniennes, dont les omposantes irrédutibles
proviennent d'ailleurs exlusivement de ongurations de type 4231.
Le plan de et artile est le suivant. Dans la setion 2, on relie les variations de l'entier m(w, u)
lorsque u varie, à l'existene de ertaines ongurations (Proposition 2). On en déduit dans la
setion 3 que les variété de Shubert Xu, pour u ∈ C(w), sont inluses dans le lieu singulier
de Xw , et maximales pour ette propriété (Propositions 3 et 4). Dans la setion 4, on montre
que toute variété de Shubert Xv inluse dans le lieu singulier de Xw doit être inluse dans une
variété de Shubert Xu, ave u ∈ C(w) (Proposition 5). Le théorème 1 s'ensuit immédiatement.
Dans la setion 5, enn, on démontre une onjeture de Lakshmibai et Sandhya, qui donne une
aratérisation indirete de l'ensemble C(w) (Théorème 8). Un as partiulier de ette onjeture
avait été obtenu relativement réemment par Goniulea et Lakshmibai [1℄.
2. Préliminaires
On a vu que l'entier m(w, v) := #{i < j, vtij ≤ w} n'était autre que la dimension de
l'espae tangent de Zariski de Xw en un point de la ellule de Shubert assoiée à v  ellule
qui est ontenue dans Xw si et seulement si v ≤ w pour l'ordre de Bruhat. La dimension
de l'espae tangent de Zariski étant une fontion semi-ontinue supérieurement, on doit avoir
m(w, u) ≥ m(w, v) si u ≤ v ≤ w, inégalité qui, ombinatoirement parlant, ne semble pas
évidente a priori. Comme les omposantes maximales du lieu singulier de Xw seront repérées
par les premières variations stritement positives de l'entier m(w, v), il nous sera essentiel de
omprendre pourquoi et omment il varie. On notera
S(w, v) = {i < j, vtij ≤ w}.
Supposons u = vtkl ave k < l et v(k) > v(l).
On dira que i < j et k < l forment une onguration de type A si v(i) < v(j), et si les
onditions suivantes sont vériées. Appelons R1 le retangle de sommets (i, v(i)) (interne) et
(j, v(j)) (externe), appelons R2 elui de sommets (externes) (k, v(k)) et (l, v(l)). On demande
alors que
1. rv > rw sur R1\R2,
2. rv − rw s'annule au moins une fois sur R1 ∩R2.
Une telle onguration est représentée dans le diagramme i-dessous lorsque i < k < j < l :
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R2
R1
•
•
•
•
0
i
k
j
l
.
On dira par ailleurs que i < k < l (ou k < l < i) forment une onguration de type B si
l'on est dans la situation suivante (ou la situation symétrique par rapport à la diagonale SO-NE)
: v(i) < v(l) < v(k), et les onditions suivantes sont vériées. Appelons R1 le retangle de
sommets (i, v(i)) (interne) et (k, v(l)) (externe), appelons R2 elui de sommets (i, v(l)) (interne)
et (k, v(k)) (externe), appelons enn R′
2
elui de sommets (k, v(i)) (interne) et (l, v(l)) (externe).
On demande alors que
1. rv > rw sur R1,
2. rv − rw s'annule au moins une fois sur R2 et sur R
′
2
.
Une telle onguration est représentée dans le diagramme i-dessous :
R1
•
•
•
0
0
i
k
l
R1
•
•
•
0
0
k
l
i
R2
R′
2
.
Proposition 2. Ave les notations préédentes, la diérene m(w, u) − m(w, v) est égale au
nombre de ongurations de type A ou B.
Démonstration. Soient i < j des entiers. On herhe à omparer les positions de utij et vtij par
rapport à w.
Premier as. Supposons que {i, j} ∩ {k, l} = ∅. Notons R1 le retangle de sommets (i, v(i)) =
(i, u(i)) et (j, v(j)) = (j, u(j)), et R2 le retangle de sommets (k, v(k)) = (k, u(l)) et (l, v(l)) =
(l, u(k)). Alors les fontions de rang de u, v, utij et vtijse omparent de la façon suivante :
ru = rv + χR2 ,
rutij = ru + ε(v(i) − v(j))χR1 ,
rvtij = rv + ε(v(i) − v(j))χR1 ,
où ε(t) désigne le signe de l'entier non nul t, et χR la fontion aratéristique du retangle R.
En partiulier, le fait que u ≤ v assure que utij ≤ vtij . En onséquene, si les ontributions
du ouple i, j à S(w, u) et S(w, v) sont diérentes, on doit avoir utij ≤ w mais pas vtij ≤ w.
Cei impose que v(i) < v(j), et ru = rv + χR2 − χR1 ≥ rw, don rv > rw sur R1\R2. Par
ontre, rvtij = rv − χR1  rw, e qui signie que rv − rw doit s'annuler quelque part sur R2,
et 'est néessairement sur R1 ∩R2 d'après e qui préède. On obtient don une ontribution à
m(w, u) −m(w, v) égale au nombre de ongurations de type A.
Deuxième as. Supposons que {i, j} ∩ {k, l} 6= ∅. Dans le as où es ensembles oînident, on
a utij) = v et vtij) = u, qui sont toutes les deux majorées par w. On peut don supposer que
{i, j} ∩ {k, l} est un singleton : il y a alors six as possibles pour la position relative de es
quatre entiers. Pour haun de es as, il faut en distinguer trois autres selon la position de
v(i) (ou v(j)) par rapport à v(k) et v(l). Examinons soigneusement haun de es dix-huit as.
Ils sont disutés dans les gures i-dessous, où l'on trouvera : à gauhe, la position relative des
entiers i, j, k, l; puis trois doublets de gures orrespondant aux trois positions possibles de v(i)
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(ou v(j)) par rapport à v(k) et v(l); haque doublet donne à gauhe les positions des points
pertinents du diagramme de v (représentés par des •) et vtij (représentés par des ◦, pour eux
qui sont diérents des préédents), de même à droite elles de u et utij ; sur haque gure, est de
plus représentée l'éart de la fontion de rang de vtij à gauhe, et utij à droite, par rapport à la
fontion de rang de v : à une zone gris lair orrespond un éart de −1, à une zone gris foné un
éart de +1.
i
j = k
l •
•
•
◦
◦
•
•
•
◦
◦
•
•
•◦
◦
•
•
•
◦
◦ •
•
•◦
◦ •
•
•
◦
◦
i
k
j = l •
•
•
◦
◦
•
•
•
◦
◦
•
•
•
◦
◦
•
•
•◦
◦ •
•
•
◦
◦ •
•
•◦
◦
i = k
j
l •
•
•◦
◦ •
•
•
◦
◦
•
•
•◦
◦
•
•
•
◦
◦ •
•
•◦
◦ •
•
•
◦
◦
i = k
l
j
•
•
•◦
◦ •
•
•
◦
◦
•
•
•◦
◦
•
•
•
◦
◦ •
•
•◦
◦ •
•
•
◦
◦
k
i
j = l •
•
•◦
◦
•
•
•
◦
◦
•
•
•
◦
◦
•
•
•◦
◦ •
•
•
◦
◦ •
•
•◦
◦
k
i = l
j
•
•
•◦
◦
•
•
•
◦
◦
•
•
•
◦
◦
•
•
•◦
◦ •
•
•
◦
◦ •
•
•◦
◦
Repérons les diérents as i-dessus par leur numéro de ligne (de 1 à 6 de haut en bas) et leur
position dans la ligne (a,b ou  de gauhe à droite). On onstate que pour 1a, 2a, 3b, 3, 4, 5a,
5b et 6, les permutations vtij et utij sont simultanément majorées par w. Dans les as 3a et 5,
on a utij ≤ vtij , et si utij ≤ w, alors néessairement vtij ≤ w.
Les as où vtij ≤ w mais utij  w proviennent des as 2b, 2, 4a et 4b, et sont symbolisés par
les diagrammes i-dessous, où rv − rw doit être stritement positive sur les zones grisées, et doit
s'annuler dans un des retangles où gure un zéro; les positions des points du diagramme de v
sur les lignes k et l sont gurées par des •, l'autre point pertinent par un ◦.
•
◦
•
0
◦
•
•
0
•
•
◦
0
•
◦
•
0
De même, les as où utij ≤ w mais vtij  w proviennent des as 1b, 1, 6a et 6b, et sont
symbolisés par les diagrammes i-dessous :
•
◦
•
0
◦
•
•
0
•
•
◦
0
•
◦
•
0
On onstate que les ontributions de 1b et 2b d'une part, 4b et 6b d'autre part, se ompensent
exatement. Par ontre, elle de 1 est néessairement supérieure à elle de 2, de même que
elle de 6a est supérieure à elle de 4a. Les diérenes de es ontributions orrespondent aux
diagrammes suivants :
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◦
•
•
0
0
•
•
◦
0
0
On trouve exatement les ongurations de type B.
3. Les omposantes irrédutibles du lieu singulier
Proposition 3. Les variétés de Shubert Xu, où u ∈ C(w) provient d'une onguration mini-
male de type 4231, sont des omposantes irrédutibles du lieu singulier de Xw.
Démonstration. Montrons d'abord que Xu est inluse dans le lieu singulier de Xw : il s'agit de
vérier que m(w, u) > l(w). Notons pour ela que u se déduit de w par la suession de 2 séries
de mouvements élémentaires dont haune orrespond à un yle (on appelle ii mouvement
élémentaire l'éhange de deux points du diagramme qui fait diminuer la longueur d'exatement
une unité) : on ommene par abaisser le point du diagramme en position 4 par des mouvements
élémentaires impliquant les points de la suite NO, puis on le déplae vers la gauhe par des
mouvements élémentaires impliquant les points de la suite SE. Les résultats de es deux séries
de mouvements élémentaires sont indiqués dans la gure i-dessous.
◦
◦
◦
◦
•
•
•
•
•
•
◦
◦
◦
◦
◦
◦
◦
◦
On obtient nalement une permutation v, dont u se déduit par un mouvement élémentaire
impliquant le point du diagramme en position 1 et elui où a été amené le point initialement en
position 4. Mais apparaissent ii des ongurations de type A : il sut de prendre un point de
la suite NO et un point de la suite SE, le retangle R1 dont ils sont les sommets satisfait les
onditions qui dénissent une onguration de type A.
•
•
◦
◦
◦
◦
◦
◦
◦
◦
R1
R2
On onstate même que e sont les seules ongurations de e type, et qu'il n'y a pas de
onguration de type B, e dont on déduit que
m(w, u) = m(w, v) + (l + 1)(m+ 1) > m(w, v) ≥ l(w).
Montrons maintenant que Xu est une omposante irrédutible du lieu singulier de Xw, e
pourquoi il s'agit de démontrer que si u ≤ x ≤ w et l(x) = l(u)+1, alors m(w, x) = l(w). Parmi
es permutations x gure elle que nous venons d'appeler v. Or on onstate sans diulté que
Xv n'est pas inluse dans le lieu singulier de Xw : en eet, dans la suite de mouvements i-dessus
permettant de passer de w à v, on vérie à haque étape que n'apparaît auune onguration de
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type A ou B. Cela implique au passage que l(w) = m(w, u)−(l+1)(m+1), et l'on doit don vérier
que pour toute autre permutation x omme i-dessus, on a m(w, u) = m(w, x) + (l+ 1)(m+ 1).
Or une telle permutation x s'obtient en hoisissant un point de la suite SE, un point de la
suite NO, et en les permutant, e qui donne la gure suivante.
◦
◦
◦
◦
◦
◦
◦
◦
•
•
R1
R2
On onstate qu'apparaît ii une onguration de type A pour haque hoix d'un autre point
de la suite SE, ou du point 1′, et d'un autre point de la suite NO, ou du point 2′. Don
m(w, u) ≥ m(w, x) + (l + 1)(m + 1), et l'égalité déoule du fait que m(w, x) ≥ l(w) (ou de la
onstatation qu'il n'apparaît pas d'autre onguration de type A ou B que les préédentes). La
proposition est démontrée.
Proposition 4. Les variétés de Shubert Xu, où u ∈ C(w) provient d'une onguration mini-
male de type 3412, sont des omposantes irrédutibles du lieu singulier de Xw.
Démonstration. On suit le même shéma de démonstration que pour la proposition préédente.
Rappelons que nous avons identié deux variétés de omposantes minimales de type 3412, e qui
nous oblige à examiner deux as.
Premier as. On passe de w à u de la façon suivante : on ommene par abaisser le point
du diagramme en position 3 par des mouvements élémentaires impliquant les points de la suite
NO, y ompris le point du diagramme en position 1; on le déplae ensuite à droite à l'aide du
point oupant la position 4; enn, on le déplae à nouveau vers la gauhe par des mouvements
élémentaires impliquant les points de la suite SE. Les résultats de es trois étapes sont indiqués
dans la gure i-dessous.
•
•
•
•
•
•
•
•
◦
◦
◦
◦ •
•
•
•
•
•
•
•
◦
◦
◦
◦
◦ •
•
•
•
•
•
•
•
◦
◦
◦
◦
◦
◦
◦
On obtient nalement une permutation v, dont u se déduit par un mouvement élémentaire
impliquant le point du diagramme en position 2 et elui où a été amené le point initialement en
position 3. Mais apparaissent ii des ongurations de type A et de type B. Pour les premières, il
sut de prendre un point de la suite SE : ave le point en position 33 (i.e. sur la troisième ligne
en partant du haut, et la troisième olonne en partant de la gauhe, sur le quadrillage en pointillé
dans la gure), on obtient deux sommets opposés d'un retangle R1 satisfaisant les onditions
qui dénissent une onguration de type A. Pour les seondes, il sut de prendre un point de la
suite NO, y ompris le point se trouvant sur l'absisse du point oupant initialement la position
1.
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•
•
◦
◦
◦
◦
◦
◦
◦
◦
R1
R2
•
•
◦
◦
◦
◦
◦
◦
◦
◦
R1
R′
2
R2
On onstate qu'il n'y a pas d'autre onguration de type A ou B, e qui implique que
m(w, u) = m(w, v) + l +m+ 1 > m(w, v) ≥ l(w).
Comme dans la démonstration de la proposition préédente, on s'assure que l'on a en fait
m(w, v) = l(w).
Montrons maintenant que Xu est une omposante irrédutible du lieu singulier de Xw, e
pourquoi il s'agit de démontrer que si u ≤ x ≤ w et l(x) = l(u) + 1, alors m(w, u) = m(w, x) +
l+m+ 1. Or une telle permutation x, à symétrie près par rapport à l'une des deux diagonales,
s'obtient en hoisissant un point de la SE et en le permutant ave le point oupant la position
22.
•
•
◦
◦
◦
◦
◦
◦
◦
◦
R1
R2
•
•
◦
◦
◦
◦
◦
◦
◦
◦R1R2
R′
2
On onstate qu'apparaît ii une onguration de type A pour haque hoix d'un autre point de
la suite SE (ou du point 1′), qui est ave le point oupant la position 33 sommet d'un retangle
R1 onvenable. De même, apparaît une onguration de type B pour haque point de la suite SE.
On obtient ainsi l ongurations de type A etm+1 de type B. Donm(w, u) ≥ m(w, x)+l+m+1,
et l'égalité déoule du fait que m(w, x) ≥ l(w) (ou de la onstatation qu'il n'apparaît pas d'autre
onguration de type A ou B que les préédentes).
Deuxième as. Ii, on passe de w à u de la façon suivante : on déplae d'abord vers la gauhe
le point du diagramme en position 3 par des mouvements élémentaires impliquant les points de
la suite entrale, y ompris le point du diagramme en position 1; on déplae ensuite le point du
diagramme en position 2 vers la droite par des mouvements élémentaires impliquant les points de
la suite entrale (déalée). Les résultats de es deux étapes sont indiqués dans la gure i-dessous.
•
•
•
•
•
•
◦
◦
◦
◦
•
•
•
•
◦
◦
◦
◦
◦
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On obtient nalement une permutation v, dont u se déduit par un mouvement élémentaire
impliquant le point du diagramme en position 4 et elui où a été amené le point initialement en
position 2. Apparait ii une et une seule onguration de type B, orrespondant au point qui
oupe la position 14.
•
•
◦
◦
◦
◦
R1 R2
R′
2
Par ontre, il n'existe auune onguration de type A. On obtient don
m(w, u) = m(w, v) + 1 > m(w, v) = l(w).
Montrons maintenant que Xu est une omposante irrédutible du lieu singulier de Xw, e
pourquoi il s'agit de démontrer que si u ≤ x ≤ w et l(x) = l(u)+1, alors m(w, u) = m(w, x)+1.
Or une telle permutation x, à symétrie près par rapport à la diagonale SO-NE, s'obtient en
hoisissant un point de la suite entrale et en le permutant ave le point oupant la position 41.
•
•
◦
◦
◦
◦
◦
◦
R1
R2
R′
2
On onstate qu'apparaît alors une onguration de type B, orrespondant là enore au point
oupant la position 41. La proposition est don démontrée.
4. Maximalité
Les deux propositions préédentes permettent d'armer que les variétés de Shubert Xu,
lorsque u dérit C(w), sont bien des omposantes irrédutibles du lieu singulier de Xw. Reste à
vérier qu'il n'y en a pas d'autre, e qui est le point le plus déliat de la démonstration.
Proposition 5. Si la variété de Shubert Xx est inluse dans le lieu singulier de Xw, alors il
existe une permutation u ∈ C(w) telle que x ≤ u.
Démonstration. On peut supposer qu'il existe une permutation y telle que l(y) = l(x) + 1,
x ≤ y ≤ w, et m(w, x) > m(w, y). D'après la proposition 2, le graphe de x fait alors apparaître
une onguration de type A ou B. Notons D(x) l'ensemble des points où la diérene de fontions
de rang rx − rw est stritement positive. Si l'on hoisit un hemin de w à x, déroissant pour
l'ordre de Bruhat et faisant diminuer la longueur d'un en un, on voit apparaître ette région
D(x) omme la réunion d'une famille R de retangles dont les sommets sont oupés par des
points du diagramme de ertaines des permutations du hemin hoisi.
Une onguration de type A ou B met en évidene des zones ontenues dans D(x) (ou D(y)),
et des points qui n'en font pas partie. Notre stratégie onsistera à isoler, à partir de es zones et
des retangles de la famille R qui doivent les reouvrir, des ongurations partiulières de type
4231 ou 3412. Nous les appellerons ongurations gagnantes virtuelles, dans la mesure où elles ne
seront a priori pas onstituées de points du diagramme d'une meme permutation intermédiaire
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entre x et w. Mais nous vérierons que es ongurations persistent lorsque l'on remonte de x
à w, donnant ainsi nalement une onguration du type attendu dans le diagramme de w. La
position de la onguration obtenue par rapport à D(x) permettra de onlure.
Premier as. Partons tout d'abord d'une onguration de type B. Dans le retangle R2, on
hoisit un point P (resp. Q) où rx = rw, le plus à gauhe (resp. le plus bas) possible. On hoisit
de façon symétrique des points P ′ et Q′ dans R′
2
, omme dans la gure i-dessous.
R1 P
Q
P ′
Q′
On onstruit alors une onguration virtuelle de la façon suivante. Le point immédiatemment
à gauhe de P est dans D(x) par hypothèse, il appartient don à l'un des retangles R1 de R,
retangle dont le sommet NE a même absisse que P . Considérons ensuite le point P1 situé à
même hauteur que P , immédiatement à gauhe de R1. Si son absisse est supérieure à elle de
P ′, soit R2 un retangle de R ontenant P1. En proédant de ette façon, on onstruit une suite
de sommets NE de retangles de R omme dans la gure i-dessous : à haque étape on doit
distinguer deux as, selon que le sommet NE du retangle Ri se trouve à une hauteur inférieure
au dernier point de la suite onstruite, ou non; dans le premier as, 'est un nouveau point de la
suite, alors que dans le seond as, on ne le prend pas en ompte.
•
•
P
Q
P ′
Q′
On nit par obtenir un retangle Rm se trouvant au-dessus du point P
′
. Considérons alors le
point P ′
1
ayant même absisse que P ′ et se trouvant immédiatement sous Rm. Si e n'est pas
P ′, on hoisit un retangle R′
1
de R le ontenant. Comme préedemment, on onstruit ainsi une
suite de sommets SO de retangles de R situés au-dessus de P ′.
•
•
•
•
P
Q
P ′
Q′
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En proédant symétriquement ave les points Q et Q′, on obtient une onguration virtuelle
omme i-dessous, formée de sommets de retangles de R, la zone grisée étant toute entière
inluse dans D(x). Apparaît en partiulier une onguration 3412.
Un point essentiel, dans ette onguration, est que haque point de la suite joignant les
points en position 1 et 3 est situé soit à une altitude supérieure à elle de P , soit sur une absisse
inférieure à elle de P ′. De même, haque point de la suite joignant les points en position 2 et 4
est situé soit à une altitude inférieure à elle de Q′, soit sur une absisse supérieure à elle de Q.
•
2
•4
•3
•
1
•
•
•
•
P
Q
P ′
Q′
Montrons maintenant qu'une onguration possédant es propriétés persiste néessairement
quand on remonte le temps, 'est-à-dire quand on eetue une transposition qui diminue la
longueur. Il sut évidemment de onsidérer une transposition aetant au moins l'un des points
de la onguration. Si elle en aete deux, la présene des points P,Q,P ′ et Q′ empêhe que les
points en position 1234 soient impliqués. On est don dans la situation de la gure i-dessous
et l'on retrouve bien une onguration du même type en remplaçant les points A et B par A′ et
B′.
•
2
•4
•3
•
1
◦•
•
◦ •
•
A A′
BB′
P
Q
P ′
Q′
Si la transposition n'aete qu'un seul point de la onguration, supposons que e soit un des
points en position 1234, qu'on peut supposer être le point 3 du fait des symétries du problème
par rapport aux deux diagonales. A la transposition onsidérée orrespond un retangle de R,
don inlus dans D(x). Si le point 3 en est le sommet SE, on le remplae par le sommet NE
quitte à modier éventuellement la suite de points qui le joint au point 1, omme dans la partie
gauhe de la gure i-dessous. Si le point 3 est le sommet NO du retangle, qui doit alors se
trouver tout entier au-dessus du point P , on le remplae par le sommet SO quitte, là enore,
à modier la suite de points qui le joint au point 1, omme dans la partie droite de la gure
i-dessous.
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•
2
•4
◦
•3
•
1
•
•
•
•
•
P
Q
P ′
Q′
•
2
•4
◦
•3
•
1
•
•
•
•
P
Q
P ′
Q′
Au bout du ompte, on obtient une onguration possédant les mêmes propriétés, mais on-
stituée de points du diagramme de w. On vérie alors sans diulté qu'elle doit ontenir une
onguration minimale de type 3412 ou 4231. Pour ela, on peut tout d'abord supposer que la
suite joignant 1 à 3 ne possède auun point dont l'absisse soit inluse entre elles de P et Q′ :
si 'est le as, e point doit se trouver à une altitude supérieure à elle du point 4 et l'on peut
alors le prendre pour point 3. Au vu des symétries, on se ramène ainsi à une onguration du
type suivant.
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
∅
∅
∅ ∅
Mais si l'on a des points du diagramme de w à la fois dans le retangle entral et dans le
retangle NO, par exemple, apparaît une onguration 4231 plus petite, et ertainement minorée
par une onguration minimale de type 4231. En onséquene, soit le retangle entral est vide
et l'on obtient une onguration minimale de type 3412, soit il ne l'est pas et l'on peut supposer
que les retangles NO et SE le sont. Si la suite oupée par le retangle entral est orientée dans
la diretion SO-NE, on a bien aaire à une onguration minimale de type 3412. Si e n'est
pas le as, deux points orientés NO-SE de ette suite donnent, ave les points en position 1 et 3
par exemple, une onguration 4231 plus petite, et ertainement minorée par une onguration
minimale de type 4231  au sens où l'éart de sa fontion de rang ave elle de w est stritement
positif sur une zone plus grande, e qui implique bien qu'elle est majorée par un élément de
C(w). Cela onlut l'étude de e premier as.
Deuxième as. Supposons qu'il existe une onguration de type A pour la paire x, y. On se
plaera dans le as où le retangle R1 se trouve au NE du retangle R2, omme dans la gure
qui préède la Proposition 2, les autres as se traitant de façon analogue (il y a deux autres as,
modulo les symétries par rapport aux deux diagonales). La zone R1\R2 est alors inluse dans
D(y), et doit don être ouverte par une famille de retangles de R, ne ontenant pas les points
de R1 ∩ R2 qui ne sont pas inlus dans D(y) (il en existe par hypothèse). Fixons l'un de es
points, disons O.
Supposons tout d'abord qu'il existe dans R un retangle, au-dessus de O, et un autre à droite
de O, dont les sommets SO soient dans R2. Apparaît alors une onguration virtuelle 4231
omme dans la gure i-dessous.
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R2
R1
•1
•
2
•
3
•4
O
Si tous les retangles de R se trouvant au-dessus de O ont leur sommet SO en dehors de R2,
on onstruit une onguration de la façon suivante. On onsidère tout d'abord un point de D(y)
ayant même absisse que O, et se trouvant au-dessus de O, le plus bas possible. Ce point est
ontenu dans un retangle C1 de R. On reommene alors ave le point se trouvant à même
absisse que O, immédiatement au-dessus de C1. On nit par obtenir un retangle Cl de R, dont
le té inférieur est au-dessus du té supérieur de R2, ou bien ontenant le point S, sommet
NO de R1. De la suite des sommets SO de es retangles, plus éventuellement S, on extrait alors
une onguration de points omme i-dessous.
R2
R1
•
•
•
•
•
•
•
•O
S
Si néessaire, on fait de même symétriquement par rapport à la diagonale SO-NE. Dans tous
les as, on obtient une onguration du type suivant, formé d'un orps (C) et de deux ailes(A
et A′). Chaune des ailes peut éventuellement être réduite à un seul point. Le point O se trouve
entre l'extrémité SE de l'aile NO, et l'extrémité NO de l'aile SE.
O
A
A′
C
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
L'existene du point O est essentielle pour montrer que ette onguration persiste lorsque
l'on remonte de y à w. On vérie ette persistane en raisonnant au as par as omme dans la
première partie de ette démonstration, e qui ne présente pas de diulté, le nombre de as à
examiner étant fortement limité par les symétries de la onguration.
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Il existe don une onguration du même type non plus virtuelle, mais onstituée de points
du diagramme de w. Si l'une des ailes de ette onguration n'est pas réduite à un point, on
obtient une onguration de type 3412 qui domine manifestement une onguration minimale
du même type. Si les deux ailes sont réduites à des points, on obtient une onguration de type
4231 qui là enore, domine une onguration du même type. Cela onlut la démonstration.
5. La onjeture de Lakshmibai & Sandhya
V. Lakshmibai et B. Sandhya onjeturent dans [2℄ une aratérisation indirete des om-
posantes irrédutibles du lieu singulier d'une variété de Shubert Xw. Ces auteurs assoient à w
un ensemble Z(w) de permutations v ≤ w provenant des ongurations de type 3412 ou 4231 de
w de la façon suivante.
Si l'on part d'une onguration 3412, on demande que les points du diagramme de v sur
les olonnes orrespondantes soient dans une onguration 1324. De plus, si l'on redresse la
onguration 3412 de w en une onguration 1324, la permutation obtenue v′ doit vérier v′ ≤ v,
alors que si l'on transforme la onguration 1324 de v en une onguration 3412, la permutation
obtenue w′ doit vérier w′ ≤ w. Graphiquement, ela donne la gure suivante : à gauhe, on a
représenté par des • les points du diagramme de w, par des ◦ eux de v′, et à droite, par des • les
points du diagramme de v, par des ◦ eux de w′. On a rv′ = rw + χA et rw′ = rv − χB , de sorte
que les onditions imposées à v s'érivent simplement rw + χB ≤ rv ≤ rw + χA. En partiulier,
la région A doit ontenir la région B.
i
j
k
l
w(k) w(l) w(i) w(j)
◦
◦
◦
◦
•
•
•
•
A
i′
j′
k′
l′
w(k) w(l) w(i) w(j)
◦
◦
◦
◦
•
•
•
•
B
De même, si l'on part d'une onguration 4231, on demande que les points du diagramme de
v sur les olonnes orrespondantes soient dans une onguration 2413. De plus, si l'on redresse
la onguration 4231 de w en une onguration 2413, la permutation obtenue v′ doit vérier
v′ ≥ v, alors que si l'on transforme la onguration 2413 de v en une onguration 4231, la
permutation obtenue w′ doit vérier w′ ≤ w. Graphiquement, ave les mêmes onventions
que i-dessus, on obtient la gure suivante. Ii enore, les onditions imposées à v s'érivent
rw + χB ≤ rv ≤ rw + χA, et la région A doit ontenir la région B.
i
j
k
l
w(l) w(j) w(k) w(i)
◦
◦
◦
◦
•
•
•
•
A
i′
j′
k′
l′
w(l) w(j) w(k) w(i)
◦
◦
◦
◦
•
•
•
•
B
Conjeture [2℄. Les omposantes irrédutibles de Xw sont les variétés de Shubert Xv, où v
dérit l'ensemble des éléments maximaux de Z(w) pour l'ordre de Bruhat.
Vérier que le théorème 1 implique ette onjeture ne présente pas de diulté sérieuse. On
proède en deux temps.
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Lemme 6. Si u ∈ Z(w), alors le lieu singulier de Xw ontient Xu.
Démonstration. Supposons par exemple que u provienne d'une onguration 3412 de w. Comme
on vient de l'expliquer, on a don la partie gauhe de la gure i-dessous, où les • sont des points
du diagramme de w et les ◦ des points du diagramme de u.
◦
◦
◦
◦
•
•
•
•
1
2
3
4×
×
◦
◦
◦
◦
•
•
•
•
1
2
3
4×
×
Soit v la permutation obtenue en éhangeant les points du diagramme de u en position 2
et 4. On a u ≤ v ≤ w : la première inégalité est évidente, la seonde déoule de l'inégalité
rw + χB ≤ ru. On onstate alors que le point du diagramme de u (don de v) en position 1
donne ave les deux points modiés (indiqués par des × dans la gure) une onguration de
type B. La proposition 2 implique don que m(w, u) > m(w, v) ≥ l(w), e qui assure que Xu est
inluse dans le lieu singulier de Xw.
De même, si u provient d'une onguration 4231 de w, soit v la permutation obtenue en
éhangeant les points du diagramme de u en position 2 et 4, omme dans la partie droite de la
gure i-dessus. On a u ≤ v ≤ w. On onstate alors que les points du diagramme de u (don
de v) en position 1 et 3 donnent ave les deux points modiés une onguration de type A. La
proposition 2 implique don à nouveau que m(w, u) > m(w, v) ≥ l(w), e qui assure que Xu est
inluse dans le lieu singulier de Xw.
Lemme 7. L'ensemble C(w) est inlus dans Z(w).
Démonstration. Considérons par exemple une permutation v provenant d'une onguration min-
imale de type 4231, et hoisissons une onguration 4231 partiulière de ette onguration,
repérée par les indies i, j, k, l de la gure i-dessous.
•
•
•
•
•
•
•
•
◦
◦
◦
◦
◦
◦
◦
◦
i
j
k
l
i′
j′
k′
l′
On a également indiqué les indies notés i-dessus i′, j′, k′, l′. Les zones A et B s'en déduisent
immédiatement : la première est ernée par un trait plein, la seonde par un trait pointillé dans
la gure i-dessus. On onstate que la zone où rw > rv, qui est représentée en gris, est omprise
entre A et B : 'était e qu'il fallait vérier.
On laissera le leteur faire le raisonnement analogue pour les permutations provenant de
ongurations minimales de type 3412.
Théorème 8. La onjeture de Lakshmibai et Sandhya est vraie.
Démonstration. Il s'agit de vérier que C(w) est l'ensemble des éléments maximaux de Z(w).
Si u est maximal dans Z(w), le lemme 6 assure que Xu est dans le lieu singulier de Xw, et le
théorème 1 implique alors l'existene de v ∈ C(w) tel que u ≤ v. Comme v ∈ Z(w) d'après le
lemme 7, et u est maximal dans et ensemble, il vient u = v. Réiproquement, si u ∈ C(w) et
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u  v ave v ∈ Z(w), alors Xv n'est pas inluse dans le lieu singulier de Xw, e qui ontredit le
lemme 6.
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